ELEMENTY MATEMATYKI FINANSOWEJ

Wprowadzenie

Pieniadz ma okre$lona wartos¢, ktora ulega zmianie w zalezno$ci od czasu, w jakim zostaje

on postawiony do naszej dyspozycji. Warto$¢ tej samej nominalnie kwoty bgdzie inna dzi$ niz

za miesiac, rok, czy 10 lat. Zréznicowanie realnej warto$ci pieniadza wiaze sig, poza

ewentualnym wptywem inflacji czy deflacji, z uplywem czasu, a doktadniej mowiac, ze

zréznicowaniem plynnosci pieniadza, ktérym bedziemy dysponowali w przysztosci.

Najwigkszy stopien ptynnos$ci, a wigc najwigksza warto$¢, ma pieniadz bedacy aktualnie w

naszej dyspozycji. Mozemy nim dowolnie rozporzadzac, przeznaczajac go na konsumpcjg, na

zakup akcji lub obligacji, na dziatalno§¢ gospodarcza lub lokujac go w banku.

Podstawowe przyczyny dla ktérych

zlotowka dzi§ ma wigksza wartosé, niz zlotowka za rok:

1. Alternatywny koszt kapitatu - gdybySmy otrzymali zlotowke juz teraz, to przez rok
mogliby$my nig obracaé, powigkszajac ten kapitat.

2. Niepewno$¢ - w ciagu roku moze zajs¢ wiele okolicznosci, z powodu ktorych ztotowki
nie otrzymamy (np. bankructwo osoby, ktéra ma nam t¢ zlotowke zaptacic).

3. Inflacja

Zamrozenie pieniadza, np. w postaci inwestycji, lokaty bankowej lub udzielenia kredytu

powoduje, ze pozbawiamy si¢ w danej chwili ptynno$ci Lokujac pieniadze w bankach

stajemy si¢ ich wierzycielami 1 z tego tytulu otrzymujemy zyski w postaci odsetek. Przy

kazdym podejmowaniu alokacji $rodkéw bedacych w dyspozycji np. banku zachodzi

konieczno$¢ okreslenia ich wielko$ci w réznym czasie. Zwigzane jest to z wyznaczeniem

biezacej 1 przysziej wartosci pieniadza, co jest wynikiem operacji nazywanych odpowiednio

oprocentowaniem i dyskontowaniem.

Oprocentowanie

W warunkach gospodarki rynkowej poziom stop procentowych zalezny jest przede wszystkim
od podazy kapitatu pozyczkowego i popytu na ten kapital. Mozna zatem powiedzie¢ ze
rynkowa stopa procentowa jest cena rownowagi kapitalu pozyczkowego.

W instytucjach bankowych podstawowa stope procentowa, majaca zastosowanie dla
depozytow 1 kredytow, wyznacza si¢ w skali jednego roku. W przypadku gdy odsetki
kapitalizowane sa czg$ciej niz raz do roku, nominalna roczna stopg procentowa p nalezy
dostosowa¢ do okresu kapitalizacji, czyli wyznaczy¢ zmodyfikowana stopg procentowa dla
danego okresu.



Zmodyfikowana stopa procentowa
Gdy kapitalizacja dokonywana jest m razy w roku zmodyfikowana stopa procentowa wynosi:

p

m

np.  kapitalizacja miesigczna:

s Sl

kapitalizacja kwartalna:

Efektywna stopa procentowa

Warunki oprocentowania lokat bankowych okreslane sa przez dwa parametry-
nominalng stopg procentowa i czgsto$¢ kapitalizacji odsetek w ciagu roku. Najwigkszy
przyrost kapitatu osiagamy przy kapitalizacji ciaglej, a najmniejszy przy kapitalizacji roczne;.
Czy kapital powinien by¢ lokowany w banku, ktéry proponuje najwyzsza tzw. efektywna
stope procentowa, czy korzystajac z kredytu nalezy postgpowac przeciwnie - korzystniejszy
bedzie wybor banku oferujacego najnizsza efektywna stopg procentowa? Na pewno tak,
jednak jesli chodzi o przyszta warto$¢ pieniadza znacznie wigksze znaczenie ma wielko$¢
oprocentowania, czgsto$¢ kapitalizacji jest drugorzedna.

Efektywna stopg procentowa mozna obliczy¢ ze wzoru:

h= (1 T ﬁj -1
(1) m P - roczna stopa procentowa

m = czestos¢ kapitalizacji odsetek w ciqgu roku

Przyklad.: W banku A nominalna stopa procentowa wynosi 24%, w banku B wynosi 25%.
Bank A kapitalizuje odsetki co miesiac, bank B co p6t roku. Oblicz efektywna stope
procentowa dla banku A 1 dla banku B.

Bank A: ¥ =2% = h=(1.02)" —1=0,2682 ~ 26,8%
Bank B: - 7 =12,5% = h=(1.125)° —1=0,2656 ~ 26,6%

Procent prosty

Procent prosty, to sposdb oprocentowania kapitatu (wkladu pienigznego) polegajacy na tym,
ze dochod od ztozonego wktadu w postaci odsetek nie jest doliczany do kapitatu na nastepny
okres, czyli nie bierze udzialu w oprocentowaniu w nast¢pnym okresie.

Warto$¢ przyszla (future value) kapitatu oraz kwotg odsetek po n okresach mozna
obliczy¢ ze wzordw:

() K, =K, (1 + np) N = liczba okreséw, N € N

n - wartos¢ kapitatu po n okresach

(3) V4 :Kol’lp KO

" wartosé kapitatu wyjsciowego
P ~ stopa procentowa

Z — kwota odsetek po n okresach



Przyklad. Wplacamy do banku 10000 zt na dwa lata. Roczna stopa procentowa w banku
wynosi 4%. Oblicz kwote odsetek i kapital po uptywie dwoch lat zaktadajac, ze
oprocentowanie jest proste.

K, =10000(1+2-0,04) =10800

Z=K, —K, =800
Kapital po dwoch latach bedzie miat wartos¢ 10800 zt, a odsetki 800 zt.

Procent skladany
Procent sktadany, to sposob oprocentowania wkladu pienigznego polegajacy na tym, ze
dochdd w postaci odsetek jest doliczany do wktadu i procentuje wraz z nim w okresie
nastgpnym.

Przyszta wartos$¢ kapitatu oraz kwotg odsetek mozna obliczy¢ ze wzordéw:

(4) K, =K, (1 + p) n = liczba okreséw, N € N
n -wartos¢ kapitatu po n okresach
n—1
5) Z, =K, (1 + p) p K, " wartos¢é kapitatu wyjsciowego
pP- Stopa procentowa
Z

n ~ kwota odsetek za n—ty okres
Suma wszystkich odsetek ( tzw. odsetki skumulowane ):

© Z=K,-K, =K1+ p) -1

W przypadku gdy kapitalizacja odsetek dokonywana jest m razy w roku warto$¢ kapitatu na
koniec n- tego roku wyznaczamy ze wzoru:

m _ nm _
(7 K, =K, (1 + }’) K, wartoS¢ kapitatu wyjsciowego
r=2
m - zmodyfikowana stopa procentowa

Przyklad. Roczna stopa procentowa wynosi 5%, a kapitat poczatkowy 1000 zt. Jaka bedzie
wartos$¢ kapitatu po czterech latach, jesli odsetki kapitalizowane sa: a) kwartalnie, b)
miesigcznie,

¢) rocznie?

16
0,;)5) =12198,9

K= 10000(1 +
a)

KP? = 10000(1+ 0.05
12

48
} =12208,95

c) K, =10000(1+0,05)" =12155,06

Przyklad. Interesuje nas warto$¢, jaka po uptywie 18 miesigcy bedzie mie¢ kwota 150 zi,
wptaconych do banku na lokate 3-miesigczna, o stalym oprocentowaniu 14% rocznie, z
kapitalizacja odsetek co 3 miesiace.



Ko =150 2
0,14
=
4
m = 12 /3 =4 (liczba kapitalizacji w ciagu roku)
n-m =6 - liczba wszystkich kapitalizacji

6
0’14j =184,39
4

k=101 .

Roéznica: 184,39 - 150 = 34,39 zt — o tyle wlasnie wzro$nie warto$¢ naszej lokaty w ciagu
nadchodzacych 18 miesigey.

Strumienie platnosci

Zalézmy, ze dokonujemy systematycznych, jednakowych wptat na konto bankowe w
rownych odstepach czasu (np. co miesiac lub co kwartat zasilamy swa lokatg jaka§ kwota
pieniedzy).

W przypadku, gdy mamy do czynienia ze strumieniem jednakowych platnosci z gory ( na

poczatku okresu): Wo =W =W, =W, =W {, suma wszystkich wplat wynosi:

K, = W(1+r)(l+r¢

n

(8) r r- zmodyfikowana stopa procentowa

W przypadku, gdy mamy do czynienia ze strumieniem jednakowych ptatnosci z dotu (na

koniec okresu): Wy=W,=.. W =W, =W 3 suma wszystkich wptat wynosi:

(1+7r) -1
©) ' r

(1+7r) -1
Wyrazenie r nazywamy czynnikiem warto$ci przysztej dla strumienia
réwnych platnosci.

K =W

Przyklad. Niech roczna stopa procentowa wynosi 30%, a odsetki kapitalizowane sa co
kwartat. Jaka bedzie warto$¢ wktadow po 600 zt po 5 latach, przy wplatach kwartalnych z

gory?
(1+0,075)* -1

0,075 =27931,5
Po pigciu latach zgromadzimy 27931,5 zt.

K,, = 600(1+0,075)

Splata kredytu

Zaciagnigcie kredytu wiaze sig ze splata pozyczonego kapitatu 1 naleznych odsetek. Zatozmy,
ze splaty kredytu dokonywa¢ bedziemy réwnymi kwotami ptatnosci obejmujacymi czg$¢
kapitatu i naleznych odsetek oraz ze kredyt bedzie sptacany z dotu w n ratach.

Wysokos¢ rocznej raty platnej przez dluznika na koniec kazdego roku mozna obliczy¢ ze
wzoru:



0 n
(10) (1 tp ) -1 P - roczna stopa procentowa

K, —warto$¢ poczqtkowa kredytu (wysokos¢ pozyczki)
n —ilos¢ rat

Dyskonto

Ile warta jest dzi§ kwota, ktora dostaniemy w przysztosci? Albo inaczej — ile musimy wptacic¢
do banku dzi$, zeby w przysztosci uzyskaé¢ okreslona kwote? Dyskontowaniem nazywamy
poszukiwanie biezacej, zaktualizowanej wartos$ci (present value) pieniadza, gdy znana jest
jego przyszta warto$¢. Jest to operacja odwrotna do oprocentowania.

Dyskonto proste:
Zdyskontowana (obecna) warto$¢ kapitatu mozna obliczy¢ elementarnie przeksztalcajac wzor

2):

K
Ky ="

0
(12) (1 +np ) n — liczba okreséw

n -wartos¢ kapitatu po n okresach

KO

" wartosé kapitatu wyjsciowego

p- stopa procentowa

Dyskonto sktadane
Zdyskontowana (obecna) warto$¢ kapitalu po n okresach mozna obliczy¢ przeksztatcajac
wzor (4):

K
K — n

0 n
(13) (1 + p) n — liczba okreséw

n -warto$¢ kapitatu po n - okresach

K,

" wartosé kapitatu wyjsciowego
p- stopa procentowa
Jesli odsetki kapitalizowane sa m razy w ciagu roku to:

(14) (1 tr )nm r — zmodyfikowana stopa procentowa

Przyklad. Ile nalezy wplacic¢ teraz, aby za trzy lata mie¢ na koncie kwotg 200 zl, zaktadajac
roczne oprocentowanie 15%.?

K =—2 1315

(1+0,15)

Czyli aby za trzy lata mie¢ na koncie kwotg 200 zl, teraz nalezy wptaci¢ na to konto 131,5 zt.



Mozna to takze zinterpretowaé inaczej: jesli kto§ obiecuje nam, ze za trzy lata zaptaci nam
200 zt, a obowiazujaca stopa procentowa wynosi 15%, to owa ptatno$¢ ma dla nas TERAZ
warto$¢ tylko 131,5 zt.

Zadania

Uwaga: w zadaniach od 3 do 23 przyjmujemy zalozenie, ze kapitat podlega oprocentowaniu
skfadanemu.

1.

Zalézmy, ze roczna stopa procentowa w banku wynosi 5%. Po itu latach odsetki od
kapitalu wyjsciowego 4000 zt wyniosa 1000 z1, jesli oprocentowanie jest proste?

Roczna stopa procentowa w banku X wynosi 10%. Po ilu latach ulokowany kapitat
poczatkowy potroi sig, jesli oprocentowanie nie ulegnie zmianie i jest:

a) proste,

b) sktadane?

Pan Jan zdeponowat w banku 20000 zt Po 12 latach zgromadzony w banku kapital, pan
Jan podarowat corce. Jaki duzy posag otrzymata corka jesli stopa procentowa w banku
byta zmienna i wynosita w pierwszych czterech latach 18%, w nast¢pnych pigciu latach
15%, a przez ostatnie trzy lata byta na poziomie 10%?

W banku X roczna stopa procentowa jest na poziomie:

a) 30%,

b) 60%,

c) 35%.

Wyznacz w kazdym przypadku miesigczna, kwartalng i potroczna stopg procentowa w
tym banku.

Wyznacz roczna stopg procentowa tak, aby miesigczna stopa procentowa byla na
poziomie:
a) 3,0%,
b) 6,5%,
c) 0,5%?

Roczna stopa procentowa w bankach wynosi 36%. Czy przedsigwzigcie gospodarcze
bedzie optacalne, jesli inwestujac w nie 40000 zt mozemy po 3 miesigcach uzyskac¢ 42000
z1?

Oblicz roczna stopg procentowa, jesli:
a) kwartalna stopa procentowa jest na poziomie 4,5%,
b) poétroczna stopa procentowa jest na poziomie 6,5%?

Pan Jan pozyczyt od kolegi 36000 zt na 28 dni. Jaka jest roczna stopa procentowa tej
transakcji, jesli Pan Jan oddat 38000 z1?



9.

Pan Jan zaciagnal kredyt w wysokosci 35000 zt na trzy miesiace. Kredyt trzeba zwrocié
jednorazowo wraz z odsetkami. Jaka kwot¢ musi zwrdci¢ przy rocznej stopie
procentowej:

a) 26%,

b) 30%?

Przedsigbiorca chce zakupi¢ towar o wartosci 8000 zt. Kwot¢ t¢ mozna uregulowaé na dwa
sposoby:

10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

a) mozna zaplaci¢ natychmiast z rabatem 5%,

b) mozna zaptaci¢ po 4 tygodniach.

W przypadku natychmiastowe] zaplaty przedsigbiorca musiatby zaciagna¢ kredyt
oprocentowany 45% w stosunku rocznym. Czy przedsigbiorca zdecyduje si¢ na kredyt?

Masz dwie mozliwoS$ci zaptaty za towar:

a) natychmiastowa zaptata z rabatem 4%,

b) zaplata catej warto$ci za 3 tygodnie.

Decydujac si¢ na pierwsza mozliwos¢, musisz zaciagnaé kredyt. Jaka maksymalna stopa
oprocentowania kredytu w stosunku rocznym bedzie dla ciebie do przyjgcia?

Pan Jan zdeponowat pewien kapitat na 6 lat. Przy jakiej rocznej stopie procentowe]
odsetki od ztozonego kapitatu beda dwukrotnie wigksze niz ztozony kapitat?

Pan Jan zdeponowat kapital 30000 zt w banku przy 10% stopie procentowej. Jakiej sumy
moze si¢ spodziewac po 4 latach, jesli bank kapitalizuje odsetki co miesiac?

W banku X roczna stopa procentowa wynosi 14%, a odsetki dopisywane sa co kwartat.
Jakiej kwoty mozemy sig spodziewaé, gdy ulokujemy w tym banku 5000 zt na 3,5 roku?

Banki A i B ptaca odsetki w wysokosci 7% rocznie. W ktérym banku korzystniej jest
zlozy¢ depozyt, jesli kapitalizacja odsetek w tych bankach jest odpowiednio kwartalna 1
miesi¢czna?

Oprocentowanie roczne 3-letnich obligacji Skarbu Panstwa wynosi 30%, a ich
kapitalizacja jest kwartalna. Inwestor zakupil obligacje za kwote 2000 zt. Jaka wartos¢
beda miaty te obligacje za 2 lata?

Przedsigbiorca musi wptaci¢ 5000 zt do banku X lub Y, aby zabezpieczy¢ inwestycje,
ktora rozpocznie za 7 miesiecy. Ktory z bankow wybierze wiasciciel firmy, jesli:

a) bank X - roczna stopa procentowa wynosi 25%, kapitalizacja odsetek miesi¢czna,

b) bank Y - roczna stopa procentowa wynosi 26%, kapitalizacja odsetek kwartalna?

Wiemy, ze Indianie sprzedali Manhattan w roku 1626 za 24 dolary. Jaka warto$¢ miataby
ta kwota w roku 2000, gdyby Indianie ulokowali je w banku na 5% rocznie?

Ztozony depozyt do banku X podlega comiesi¢czne] kapitalizacji przy rocznej stopie
procentowe] 46%. Jaka powinna by¢ roczna stopa procentowa w banku Y, aby byl on
konkurencyjny w stosunku do banku X, jesli kapitalizuje on odsetki co kwartat?

Przedsigbiorca przewiduje, ze za 6 lat bedzie zmuszony wymieni¢ pewne maszyny
produkcyjne na nowe za kwotg 1500 zi. Jaka czes$¢ aktualnego zysku wynoszacego 1300



zt musi wlasciciel ulokowa¢ w obligacjach oprocentowanych w stosunku rocznym na 8%,
aby zabezpieczy¢ przyszta inwestycjg?

22. Pozyczke bankowa w wysokosci 20000 zt trzeba splaci¢ w 4 réwnych ratach na koniec
roku. Jakiej wielkosci jest pojedyncza rata, jesli od niesptaconej kwoty bank pobiera 8%
odsetek w skali roku?



23.

24.

b

SN

*®

10.
11.
12.

13

Zaciagnigty kredyt w wysokosci 15000 zt, przy rocznej stopie procentowej 74%, nalezy
splaci¢ w pigciu rownych ratach za 5 miesigey. Jaka kwotg nalezy zaplaci¢ na koniec
kazdego miesiaca?

Przedsigbiorca zdecydowat si¢ na lokowanie w banku kwoty 400 zt pod koniec kazdego
roku przez kolejnych 8 lat. Jaki kapital zgromadzi przedsigbiorca w banku, jesli
oprocentowanie roczne w tym okresie bedzie state i rowne 12%?

Odpowiedzi do zadan:

Po 5 latach,

a) Po 20 latach, b) Po okoto 11 latach.

103 806,67 zt.

a) Miesigczna - 0,025; kwartalna - 0,075; pétroczna - 0,150;
b) miesigczna - 0,050; kwartalna - 0,150; pétroczna - 0,300;
¢) miesigczna - 0,029; kwartalna - 0,0875; potroczna - 0,175.
a) 36%, b) 78%, ¢) 6%

Nie, gdyz 42 000,00 zt <43 709,08 z1.

a) 18%,

b) 3%.

72%.

a) 37 275,00 zi,

b) 37 625,00 zt.

Tak.

72.,2%.

20,1%.

.44 680,62 zt.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

8093,47 z1.

W banku B, gdyz bank A - 7,18%, a bank B - 7,23%.
3566,96 zt.

Bank Y, gdyz bank X - 5776,35 zt, abank Y - 5793,99 zt.
20184086288$.

p>47,78%.

72,7%.

6038,42 zt.

3598,12 zt.

7367,89 zt.



